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Thomas Bayes

e duchovni, 2. polovina 18. stoleti
e zavrhovan statistiky (nepodlozené empirické metody)

e zabyval se otazkou, jak pozdéejsi zkusenosti uvést do
souladu s puvodnimi predpoklady (dynamické
,overovani hypotéz” s jejich dodatecnou korekci)

e (a)priorni pravdépodobnost (dana na pocatku) vs.
(a)posteriorni pravdépodobnost (vyplyvajici z
nasledné analyzy, overené zkusenosti)

e Principialné blizké prirozenému lidskému uvazovani

? uved'rozdil mezi apriorni a aposteriorni pravdépodobnosti 3
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Bayestliv vzorec

_ p(D[H)-p(H,) _ p(D|H,)
p(H, | D) £ DI, pl) p(H, ) (D)

=1

H, je hypotéza

D je realita, data, konkrétni méreni

p(H,) zkuSenost; apriorni pravdépodobnost

p(D|H,) je vérohodnost

p(D) pravdépodobnost nastoleni méreni (dat, udaju) D, evidence

p(H, | D) je aposteriorni pravdépodobnost platnosti konkrétni hypotézy

? uved' a popis Bayestiv vzorec 4
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Bayesliv vzorec ze sdruzené

pravdépodobnosti

b e
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? uved'a popis Bayestiv vzorec 5
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Bayesuv vzorec graficky — 1/3
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? uved'a popis Bayestiv vzorec 6
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Bayesuv vzorec graficky — 2/3

? uved'a popis Bayestv vzorec 7
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Bayesuv vzorec graficky — 3/3

= Q-+ + 2

(D)= ¢ (i) (H) + (PlHs) ) +

? uved'a popis Bayestv vzorec 8
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Bayesovské uceni - poznamky

e Klademe si dveé zakladni otazky:

— Jaka hypotéza (model) o modelovaném systému je s
nejvetsi pravdepodobnosti platna?

— Jaka je predikce nové instance na zakladé znamych
hypotéz (model()?
e Vyhody
— |ze kombinovat predchozi znalost s pozorovanymi
meérenimi (apriorni pravdépodobnost, evidence)
— intuitivni reseni blizké lidskému uvazovani
e Nevyhody

— narustajici slozitost hledani resSeni s rostoucim poctem
hypotéz — v obecném pripadé



Bayes, BBK, MAP,OBK,GiAl, NBK

Priklad 1 — Bayes

e V pytliku je 7 hracich kostek. 4 jsou normalni, na 1
padaji vic sestky, na 2 vic jednicky.

e Jaka je pravdepodobnost, ze vytahnu normalni
kostku? (apriorni pravdépodobnost)

e Jaka je pravdépodobnost, ze kdyz po 20 hodech
(experiment E) padla Sestka 6-krat, mam kostku
Normadlni, Sestkovou, Jedni¢kovou? (aposteriorni
pravdépodobnost)

o (kdyZz p(6/N)=1/6, p(6]5)=1/3, p(6]4)=2/15)

p(N|E)=0,52; p(S/E)=0,36; p(//E)=0,12 10
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Ale co ted's tim?

e Vime, ze s
— p=0,52 drzime v ruce kostku normalni
— p=0,36 kostku Sestkovou
— p=0,12 kostku jednickovou.

e Jak z toho ale predikovat?

e Jak odhadnout pravdépodobnost, s jakou padne Cislo
,6“ vdalsim hodu?

11
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Brutalni Bayesovsky klasifikator

e Princip

— VSechny hypotézy konzistentni s daty maji stejnou pravdépodobnost
P(h;), hypotézy nekonzistentni jsou vylouceny

— Pokud jsou trénovaci data zaSuména, budou spravné hypotézy
zamitnuty, mozné zamitnuti vSech hypotéz

Predikce

— pokud K modelt predikuje na trénovacich datech spravné, jsou si
podle BBK tyto hypotézy rovnocené; predikce je primér nebo

nejCastejsi trida
_ LYYy, :hj(xi)
P(Dhj)_{o;ayi 'y, #h(x)

1
= konst

p(ofh,) Hen

P(hJ ) = hypotez

2,

=1

r— g . = argmax ZP(g ;

jzl...C hleﬂ

12
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BBK — priklad

13
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BBK — priklad

/ 14
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Maximalni aposteriorni pravdéepodobnost

e Nejpravdépodobnéji platna hypotéza je ta s nejvéetsi
aposteriorni pravdépodobnosti.

e Podoba s maximalni vérohodnosti a MNC
h,,.» = arg max P(hj|D)=

j=1..|H|

=argmax Plh. '
L ) P(D)

= arg max P(h. ) P(D|hj )

) J
j=1..|H|

Qo = argmax (g, [h,)

]=1C 15
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MAP - priklad

16
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MAP - priklad
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Optimalni Bayesovsky klasifikator

* ,Jaka je nejpravdépodobnejsi klasifikace g; nove instance za
predpokladu informaci zalozenych na nékolika hypotézach
h?“

e jinymi slovy, optimalni bayesovsky klasifikator vychazi z
hypotéz a jejich verohodnosti; vypocty sejné jako u MAP,
nicméné neni vybran 1 nejlepsi, ale vSechny hypotézy se
umerné své kvalité podileji na predikci

e Klasifikujme binarné do tfid +,— a méjme hypotézy s
aposteriorni pravdépodobnosti p(h,|D)=0,4 p(h,|D)=0,3 a
p(h;|D)=0,3. Pokud podle h, je vysledek negativni a podle h, a
h, je vysledek pozitivni, MAP povaZuje za vysledek predikci dle
h,, OBK vsak dle h, a h,, protoZe (0,3+0,3) > 0,4.

g, =argmax ZP(g ; hl.)-P(h. D)

1
j:1...C hleH

18
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OBK - piklad

19
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OBK - piklad

20
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Gibbsuv algoritmus

e reSi hlavni problém OBK — tim je vypocetni narocnost
— pouziti vSech vahovanych modelu
® Princip

— pri kazdé predikci vyber ndhodné (avsak umérné
posteriorni pravdépodobnosti modell) jednu hypotézu a
podle té predikuj

— Dosazena chyba je maximalné dvojnasobna oproti OBK

21
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Priklad 2 — BBK, MAP, OBK

V pytliku je 7 hracich kostek. 4 jsou normalni, na 1 padaiji vic ,,6“ na 2 vic ,1“.

Jaka je pravdépodobnost, Zze kdyZ po experimetnu E ve 20 hodech padla Sestka 6-krat,
mam kostku Normdini, Sestkovou, Jedni¢kovou? (aposteriorni pravdépodobnost)

(kdyZ p(6/N)=1/6, p(6]5)=1/3, p(6/J)=2/15); p(N|E)=0,52 p(S|E)=0,36 p(J|E)=0,12
S jakou pravdepodobnosti padne sestka ve 21. hodu?

BBK: e Konzistentni (mozné) jsou vSechny hypotézy,
p=(1/6+1/3+2/15)/3=0,21

MAP: < Nejpravdépodobnéjsi byla hypotéza ,,normalni®
tedy 1/6, p=0,17

OBK: e Vysledna pravdépodobnost je ddna souctem
soucinu pravdépodobnosti hypotézy a nastoleni
dané udalosti, tedy
p=052-1/6+0,36-1/3+0,12:2/15=0,22
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Priklad 3

V pytliku mohou byt jehlany j a kosticky k. Vytahli jsme 1
kosticku — experiment E. S jakou pravdépodobnosti p,
vytahneme dalsi kosticku?

— Vime, Ze v pytliku bylo na pocatku pravé 5 objektl

— Vime, Ze na pocatku je jakakoliv kombinace jehlan( a kosticek v pytliku
stejné pravdépodobna

h;= hypotéza, Ze v pytliku bylo i-kosticek;
urci vSechny p(h,[E) a pro jednotlivé metody p, v dalSim tahu

* BBK:

e MAP:
e OBK:

Az na h, jsou konzistentni; p(k[h,)=0; p(k[h,)=0,25 ...
p,=2 p(k[h;)/5=(0+0,25+0,5+0,75+1)/5=0,5

Nejpravdépodobnéjsi je h., tedy p,=1
p(E[hy) =0; p(E[h,)=0,2; ... p(E[h5)=1;
protoZe p(h;)=konst, plati pwm= L2t PERO.

p ==[ p(k/h) p(E/h)) / Z p(E[h,) ]= 0,67 2
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Naivni Bayesovky klasifikator - NBK

e navzdory predpokladu nezavislosti veliCin (neni vétSinou
pravda) velice presny; kvuli zjednoduseni slovo naivni

e vychazi z Bayesovy podminéné pravdepodobnosti

o klasifikace na zakladé nejpravdepodobnéjsi klasifikace g, ,,, za
predpokladu vstupniho vektoru (x,,...,x,)

g p = argmax P(gj‘xl,...xn)
j=1..C

C je pocet trid
n je pocet atributu

Proc se NBK jmenuje naivni? V cem naivita spociva? 24
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Naivni Bayesovky klasifikator - NBK

e coz lze na zakladé bayesovy vety upravit nasledujicim
zpusobem:

Gur =argmax Plg, ==

= arg max P(g.)- P{X,... X,

j
j=1..C

* P(g)) se urci na zaklade Cetnosti vyskytu v trenovacich datech

* P(xy,...x,/g;) pro vétsi n (desitky) prakticky nemozné zjistit
(tolik dat nemame...). Urci se proto na zakladé
zjednoduseného predpokladu, ze hodnoty vstupnich velicin

jsou na sobé podminéné nezavislé (coz neni vétsinou pravda)
25
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Naivni Bayesovky klasifikator - NBK

e pro vypocet sdruzené podminéné pravdépodobnosti plati:
P(xl,...,x .)= P(xl‘gj)-P(xz,...,x . xl): S

e, ) Plsle @) Plofe, G-

e tolze za predpokladu nezavislosti zjednodusit takto:
P(xl,...,x gj)z HP(xl. )

i=l..n
e konecny vztah pro vyslednou klasifikaci je dan vztahem

Zap —argmax P( ) HP( )

J=l.. i=l..n
? uved'rozdil mezi optimalnim a naivnim Bayesovskym klasifikatorem

26
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NBK — okrajové podminky

e Problém: situace, kdy konkrétni hodnota atributu pro danou tridu
nikdy nenastala (zadna bruneta se nespalila); cely soucin je pak
kvali jednomu ¢lenu roven 0, coz neni vhodné;

P(xz‘gl)ZO — P(xl’”'9xn gl): HP(xi

i=l..n

gl):O

e Redeni: vypocet podminéné pravdépodobnosti dan vztahem:
n,+mp n,+1
P(xl‘gl)z

texty . -
n+m n+ ‘SlOVVllk‘

kde n je pocet prvku tridy g, (pocet spalenych), n_ pocet prvku v g,

s danou hodnotou atributu x; (spalenych brunet), m vaha (napf¥. 1)

a p=1/k, kde k je vyCet hodnot atributu x, (3:bruneta,blond,zrzava)

? uved'rozdil mezi optimalnim a naivnim Bayesovskym klasifikatorem 27
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den predpovéd’ teplota vihkost vitr hrat tenis?
1. slunec¢no teplo vysoka slaby NE
2. slunec¢no teplo vysoka silny NE
3. zatazeno teplo vysoka slaby ANO
4, dést stredné vysoka slaby ANO
5. dést chladno normalni slaby ANO
6. dést chladno normalni silny NE
7. zatazeno chladno normalni silny ANO
8. slunec¢no stredné vysoka slaby NE
9. slunec¢no chladno normalni slaby ANO
10. dést stredné normalni slaby ANO
11. slunec¢no stfredné normalni silny ANO
12. zatazeno stfredné vysoka silny ANO
13. zatazeno teplo normalni slaby ANO
14. dést stredné vysoka silny NE

Zp —argmax P( ) HP(

Jj=1..

i=l..n

) Bude se hrat 15.

den? <slunecno,chladno,vysoka,silny>
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NBK - priklad

P(ANO)=9/14 P(NE)=5/14
P(slunecno/ANQ)=2/9 P(slunec¢no/NE)=3/5
P(chladno/ANQ)=3/9 P(chladno/NE)=1/5
P(vysokd/ANO)=3/9 P(vysoka/NE)=4/5
P(silny/ANO)=3/9 P(silny/NE)=3/5

P(ANO) . P(slunecno/ANO) P(chladno/ANO) . P(vysokd/ANO) . P(silny/ANO) =
0,0053

P(NE) . P(slunecno/NE) P(chladno/NE) . P(vysokd/NE) . P(silny/NE) = 0,0206

P(ANO|slunceno,chladno,vysok3,silny) = 0,0053 / (0,0053 + 0,0206) = 0,20

P(NE|slunceno,chladno,vysoka,silny) = 0,0206 / (0,0053 + 0,0206) = 0,80
29
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Princip jednoduchého spamového filtru

Z databaze slov |[spam (1000)| ham(300)
Apriorni P:
P(spam) — 0’9 mamlfa 1 12
ahoj 60 23
P(ham)=0,1 obéd 2 3

P(spam|mamka,ahoj,obéd — bez normalizace) =
P(spam)*P(mamka|spam)*P(ahoj|spam)...

P(spam]|... — bez normalizace) = 0,9*1/1000*60/1000*2/1000= 1,08E-7
P(ham]... — bez normalizace) = 0,1*12/300*38/300*3/300= 3,07E-6

P(spam|mamka,ahoj,obéd)=

P(spam| mamka,ahoj,obéd)/[P(spam | mamka,ahoj,obéd)+
P(ham|mamka,ahoj,obéd)]=1,08E-7 / (1,08E-7+3,07E-6) = 0,034

P(ham|mamka,ahoj,obéd)=0,966 0
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Shrnuti Bayese

e MAP (maximalni aposteriorni pravdépodobnost) vybira
nejpravdépodobné;jsi hypotézu. Podle této jediné hypotézy je
nasledné predikovano.

e Brutalni Bayesovské uceni konceptu vybira z mnoziny hypotéz
(modelu) hypotézy konzistentni s trénovacimi daty, které jsou si
rovnocenné. Pri predikci jsou si i vystupy hypotéz rovnocenné.

e Optimalni Bayesovsky klasifikator stanovi posteriorni
pravdépodobnost vSech hypotéz. Pri predikci jsou vystupy
hypotéz vahovany posteriornimi pravdépodobnostmi.

e Naivni Bayesovsky klasifikator vytvari klasifikator, predikuje na
zakladé nové instance a trénovacich dat.

? jaka je charakteristika : BBK, MAP, OBK, NBK 31



