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Regresni linearni model — symboly

1
PouZité znaceni b= p I:I
e b—parametry modelu (vektor px1)

e p—pocet atributd (skaldr) L
e N -—pocet prikladd (skalar) X = pl:l
e x—jeden priklad (vektor px1) p

e x,—i-ta hodnota pfikladu x (skalar)
e X —matice viech pfikladd (matice Nxp) X=N
e X —i-ty priklad (vektor 1xp)

e y—vystupni hodnota (skalar) X = 1
e Y-—vektor vystupl (px1) 1

e Y. —i-ty vystup (skalar)
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Regresni linearni model — uvod

e znalost ulozena v koeficientech linearniho modelu
e odvozeni koeficientd metodou nejmensich ¢tvercd (MNC)
e existuji modely linearizovatelné (napfr. logitovy model)

e Linearni model:

P
y:b0+2ijj

=1

e Predikce:

y(x)=x"b |

x-AXis

palaeomath.palass.org
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Regresni linearni model — vlastnosti

Casto svou presnosti prekonaji nelinearni modely, zejména v
situaci, kdyz je malo trénovacich dat

silny bias (predpojatost), mensi podil chyby variance
vstupni veli¢cina x mazZe byt rdzné transformovana: x?, sin(x),
X,X,, log(x),...

jsou tyto modely linearni ?

— y=bytb,x, — y=bysin(x,)
— y=bytb,x;+ byby X, — y=bgsin(b,x;)
— y=by,+b x+ b,e* — y=x;+ X,

zajima nas
— jak urcit parametry b
— interval spolehlivosti téchto parametrd
— jak regresni model pouzit ke klasifikaci
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Regresni linearni model — b

e QOdvozeni hodnot parametru modelu tak, aby chyba ve
vystupni veli¢iné byla co nejmensi.
e \ypocet chyby: metoda nejmensich Ctvercu

N
RSS(b)= Z(yi ~X,bf =(Y = Xo)" (Y — Xb)
i=1
e Po derivaci podle b ziskame tvar:

=2X"'X

O°RSS
ORSS _ 2X"(Y - Xb) -
ob 0bob
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Regresni linearni model — b

e Postavim 1. derivaci rovnu O
XT(Y-Xb)=0 = b=(X"X)'XTY

e Pro konecny model tedy plati:

N N

Y =X"b=X(X"X)" XTY

e Pokud X'X je matice singuldrni (neni invertibilni), parametry
b nejsou jednoznacné urceny. Lze ubrat atributy (zpUsobuji
atributy linearné zavislé — korelace = £1).

Co zplisobuje singularitu matice X"X? Jak ji Ize odstranit?
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Regresni linearni model — interval spolehlivosti b

e Predpoklad je, Ze Y = XZ; + & kde € ~N(0,0?)
e Kovariancni matici parametru b vypocteme jako:

Cov(b)=(X"x)"0?, kde &= . 1(Y vy -v)

e Odhadu parametru b podléha normalnimu rozlozeni

I;zN(b,(XTX)_Iaz)

e Hypotézu H,: b=0 posoudime podle Z-skére. Cim je absolutni
hodnota z vetsi, s tim vétsi pravdepodobnosti Ize H;zamitnout

_ kde v; je i-ty prvek na hlavni
&\/v/l_ diagondle matice (X™X)
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Linearni model — klasifikace binarni

e o klasifikaci rozhoduje vzdalenost od roviny
e tridy nahrazenyCislyOalnebo-1a1l
e je definovana rozhodovaci hranice (= kriticka
hodnota, prahova hodnota)
— kodovani 0/1 — kriticka hodnota = 0,5
— kodovani -1/1 — kritickd hodnota =0
A

v hrarlifini
Klasifikace: o , ¢ /piimka
. . o
G(x)= _1'1:()()_0 N
1:f(x)>0 S
X

neuron.felk.cvut.cz
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Linearni model — klasifikace vicerozmerna

e mejme tfidy g4, ..., g,

e vytvoreni K modell, pricemz pro kazdy:
— vytvorena nova data, respektive nova vystupni velicina G
— matice G (indcator matrix) ma rozmeér NxK

— hodnoty matice tvoreny 1 a O (podle prislusnosti do tridy)
— nauceno K modelu f;

Klasifikace:

G(x)=arg max f,(x)

I=1..K

Jak se vytvadri tzv. indicator matrix?
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Linearni model — klasifikace vicerozmerna

e protoze G je obdélnikova matice, i matice parametru
B je obdélnikova

e paralelné se béhem vypoctu vytvori K linearnich
model

~ —

G = XB
G=Xx(x"Xx)'Xx"G=B=(x"X)'X"G

K

K

G: N E:p
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Linearni model — klasifikace vicerozmerna

e problém s maskovanim tridy (kdyz prostredni shluk =
0, ostatni = 1; funkce téeto substituce vede stredem
tridy a bude maskovana jednou z krajnich trid)

The elements of statistical learning by T. Hastie and col. X1

Co je to maskovani tfid, ¢im je zpisobeno?
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Diskriminacni analyza

e 0 klasifikaci rozhoduje hustota pravdéepodobnosti
dané tridy (nebo vzdalenost od pruméru tfidy v
prostoru transformovaném kovariancni matici a
apriorni pravdépodobnosti)

e kovariancni matice
— v LDA (linedrni diskriminacni analyze) je jedna spolecna
kovarianCni matice pro vSechny tridy
— v QDA (kvadratické diskriminacni analyze) ma kazda tfida
svoji kovariancni matici
e diskriminacni skor = funkce vyjadrujici vzdalenost

e vztahy rozSifovany o apriorni pravdépodobnost
(vypoctena z Cetnosti v trénovacich datech)
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Linearni diskriminacni analyza vs. PCA

e PCA meéni souradny systém tak, aby v co nejmensim
poctu souradnic vysvetlila celkovy rozptyl v datech

e LDA predpoklada stejny rozptyl, maximalizuje rozdil v
prumeérech jednotlivych trid

>

Feature 2

Feature 1 X
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Linearni diskriminacni analyza (LDA)

e pro binarni problém stejna jako linearni model

e privicerozmerné klasifikaci zamezuje maskovani trid

e predpoklada vicerozmérné gausovské rozdéleni trid

e spolecna kovariancni matice pro vsechny tridy

* je mozné rozsirit prostor vstupnich atributl o jejich
transformace (mocnina, ...)

Klasifikace:

G(x)=argmax, (x)=arg max(xT >t u —%yf >t +In pij

i=1..k i=1..k

kde p; je apriorni pravdepodobnost i-té tridy
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LDA — odvozeni

e odvozeni vychazejici z Bayesova vzorce

(Dlh)
p(h‘D) = p(h) pp(D)

p(hl\D) >1=h, o p(hl\D) >0=h,
pihz\Di <1=h, pihz\Di <0=h,

e Dale se predpoklada normalni rozlozeni dat p(D/h)

N(:u O-)_ : e_%(%jz — N(y Z): 1 e—%(x—ﬂ)TZ_l (x—p)
| o2rx ’ \/m
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LDA — odvozeni

e apriorni pravdepodobnost odvozena z Cetnosti
n=N,/N

e kovariancni matice se vypocte pres vSechna data
e pro klasifikaci mezi dvéma tridami lze odvodit:

1 e
In p(hl‘D): In p(hl)p(D‘hl) I ﬂ_le_z(x—ﬂl) 2 (x—p) )
m p(hz ) p(D‘ h2 ) _E(X_ﬂz Vst (x )

T8 2
1 _
:Inﬂ——(X—ﬂl) 2z 1(X_/Ul)‘|' (X_IUZ) 2 l(x_’UZ):
w, 2
1 _
:In%_i(ﬂ1+ﬂ2) 2 1(ﬂl_ﬂ2)+XTz 1('ul_'u2)
2
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LDA - rozdeleni prostoru

The elements of statistical learning by T. Hastie and col.
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Kvadraticka diskriminacni analyza (QDA)

e pokud odlisné rozlozeni v jednotlivych tfidach —
kovariancni matice pro kazdou tridu

Klasifikace:
G(x)=argmax d, (x)=
i1=1..k
1 1 T < -1
arg max(__ln‘zi‘__(x_:ui) 2 (X_/Ui)+|n pij
i=1. k 2 2

kde p; je apriorni pravdépodobnost i-té tridy
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Priklad

V evidenci je 400 pacientUl s vaznou nemoci. U kazdého je zaznamenana
anamnéza a provedeno vysetreni. Pacienti jsou rozdéleni do tri skupin.
V prvni skupiné jsou ti, kteri zemreli do 10 dnt po prichodu. Pacienti z
druhé skupiny zemreli po delSi dobé nez 10 dni nebo méli trvalé
nasledky. Treti skupina je kompletné vylécena. Nasledujici tabulka
ukazuje konkrétni informace ziskané z téchto udaji. Novy pacient ma
hodnoty vstupnich testtu x=(5;7). Do které ze skupin patri? (dle QDA).

trida T, T, T, T,
N. 50 50 300
Hi (5;5) (4,8) (6;9)
2 301 11 2 -1

(1 2j (1 2j (—1 2)

N

G(x) = arg max
I=1..k

(—%In\Zi\——(x— 0TS, ()= gy )+ In pij

1
2
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pi=Ni/N

81()() = '4,08 51(X)= _1 |n(5)—£(0 )1( 2 —1j(0]+ In 5—0
d,(x) = -4,58 2 2 5|-1 3 2 400
O5(x) = -3,17

Nejvétsi diskriminacni skor ma posledni (treti) skupina, pacient
ma znacnou sanci na vyléceni.
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Support Vector Machines
Podpurné vektory

V4

e Jak oddélit nasledujici tridy pomoci linearni
rovnice f(x)=0 ?
— mapovani do nového priznakového prostoru

e Kam umistit hranici?

— optimalni separujici nadrovina

AW WA I AAWA WA
U\ U\
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SVM - optimalni separujici nadrovina

support JQ o 0P O Q

Y
bt
o

3

| optimalnf
“o . nadrovina

) o+

g
‘ '\_\C} O

o . o
o ~ maximalni
~ a
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Vypocet optimalni separujici nadroviny

e model ma N parametru a, reSenim je vektor
nenulovych parametri o

e ty ziskame maximalizaci ucelové funkce:

1
Z a; — Ez ai“j)’i)’j(xi ' xj)
. —

l

e za podminek:
o, 2 0; Zaiyl. =0

e k nalezeni optima se pouziva kvadratické
programovani (obdoba linearniho programovani,
ucelova funkce je vsak kvadraticka v neznamém
parametru a)
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SVM - nastaveny model

100=san 3y (1)

e N je pocet trénovacich prvku

e «, vaha, nenulova u SV (podpurné vektory,
ty jediné pak ma smysl ulozit)
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SVM - kde je problem

v ucelové funkeci a finalnim modelu pouzit skalarni soucin
v puvodnim prostoru atributd (x.x”)

aby bylo mozné vyuzit sily SVM, je zadouci vytvoreni celé
rady novych atributu (z 5 napr. 5.000)

pfi transformaci napf.(x;,X,) na (X4,%,,%;%,%X,%,X,%5,X.3,...) je
treba nejdrive kazdou instanci prepocitat (rozsirit), az
poté lze mezi prvky v novém vicerozmerném prostoru
pocitat skalarni soucin — a to stoji spoustu casu...

a takovych transformaci je treba vyzkouset vice a hledat
tu nejlepsi...

Lze to zjednodusit?
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SVM - jadrova funkce k

ouafurkes k) No

¥- =" ovaci 2,

SO/ \hap K D

& funKce S
<

S h(x)

3
(A

(h(x), h(x7)) = k(x,x’)
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SVM - jadrovy trik ve vzorci

e Puvodni vztah pro vypocet optimalni separujici
nadroviny:

N
FG) = sgn| ) yiarh(o), b))
=1

e A jeho uprava —skalarni soucin v novém
priznakovém prostoru

f(x):sgn@ k(i xi)+bj
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SVM - jadrové funkce

dth Degree polynomial: | K(x,xl) = (1 + (x, xl))4 — d | dimenzi

Radial basis K(x,x!) = ex;r(lu'f:—"'l“i] ; z

Neural network K(x,xl) = tanh(k1 (x, x|} 4+ k3) 3 10

. . v s 4 15
Pt. Polynom stupne 2 na dvourozmernem vstupu: c 1
K(x,x")=(1+4+ (x,x"))* = 6 28
(14 2x1x] + 2x2x5 + (x1x))% 4+ (x2x5)° + 2x1x]x2x5) . M = 6, / 36
hi(x) =1, ha(x) = V2x1, ha(x) = V2x2, g gg

ha(x) = x1,hs(x) = x3,he(x) = v 2x1 7.

Vypocti skaldrni soucin bodt x=(1;2) a x'=(3;4) A) v plvodnim prostoru a v polynomialnim
rozsireni vstupniho prostoru pri d=2 B) bez C) s kernelovym trikem
A) Skalarni soucin {(x,x") = 1.3+2.4 =11

B) Skalarni soucin v 6-rozmérném prostoru (polynomialni jadrova funkce 2. stupné): (1 +
2.1.3+2.2.4+(1.3)2+(2.4)2+2.1.3.2.4) = 1+6+16+9+64+48= 144

C) Toto lze vSak vypocist pfimo z jadrové funkce a plvodniho 2-rozmérného prostoru:
K(x,x’) = (1+ (x,x"))> = (1 + 11)? = 144
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SVM - priklad

e Kolik bodu (SV = support vectors = podpurnych
vektorul) je treba ulozit, aby bylo mozno
klasifikovat nasledujici prvky?
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